










Capita Selecta uit de Differentiaalmeetkunde 
Serie voordrachten door 




n re~le functie van een re~le variabele heet in een punt P, 
spectievelijk een inverval I, van de klasse van differentieer-
arheid Q;; (is een CO!'.-functie) indien 
) voor °'=0.i 1.,. $. <Cl:>~ cle c{-de afgeleide functie bestaat en con-
tinu is in P resp. I 
) voor oi::C'O: alle afgeleiden bestaan in P resp. I 
) votr «=Wt indien de functie analytisch is in een omgeving van 
P resp.I, 
emen we i <; a¢.<w, i natuur>lijk getal, dan is indien o1,,<-13 elke 
3 
.. func tie tevens C °' . 
func tie x _,_ ! x .... r I is CO en niet C 1 voor X=r. 
jn r,pr2 , ••• de afgetelde rationale getallen tussen Oen 1, dan 
Cf O ( x ) = 2x + L ;= 1 2 - le l x - r k I , 0 i x ~ 1 
n functie die c0 en niet c1 is in die rationale getallen. 
toenemend •• 
fini~ren we 1k(x) inductief door 
Cj) (x)clx 3 
m 
m ;p O geheel i 
n is fk(x) Ck en niet ck+'1 in de rationale getallen r 1 . 




x -, O voor x f 0 
x .......:; e- ~voor x ? 0 
_f(x) 
.. ___ .. __________ /. 
Ca.., en ni"et cu> o voor X=- • 
Thi.• Mclhi?r::aticc) Centre a! A.:ns!erda;.:;, founded the J 1th of Februnry 1946, is a non-pm/it 
mJ!il~it\,::n ,:mur.q at !be ;;rcrn:::it1on d purt: math2:mctics and i!s applicotions. and is 
spons·Jred by Ihe· t~efr-a:rk:tnds Government .t.hrpuc;,1b the I\~ethE:rlands Organization Jor 
Purt:.' R~~st~arch V'../.C).) cni the Central N~1ttona! Co1.:nc1l for .t?\.pplied. Sc.~ienHfic Reseorch 
in :l~,2 t,i,~th,~:im,;:.L 1T.N.t).j, by th(:' Mumc,pulliy o! Amslerdam o:1d by st,vera! ind;.istrie::;. 
DM 2 
is C C\1t (de som convergeert gel1jkmatig) en nergens Cw. 
Stel <po-<) ( x) was Cw in een punt, dus in een omgeving die dan ook 
een rationaal puntrb<::v-:t.Dan hsd Cfru (x) in r- alle afgeleiden 
gemeen met 
X + ~ L-r <.r k 
ri-k f ( ) c:. · x-rk 
en was dus in een omgeving van r hieraan gelijk. Voor geen s > r 
wordt So<i\:}(x) echter door deze formule gegeven. 
Wenst men analoge functies voor> - w < x < C\cl, dan neme men 
-Y-o<.. ( x ) = CfJ d. ( ~ b gt g x + } ) in p 1 a 8 t s v a n y:1 c( ( x ) • 
0( 
2. C-n-varieteit X. 
Een locale re~le functie op een topologische (Hausdorf) ruimte X 
is een paar bestaande uit een omgeving Uc X en een afbeelding 
• o< 
f : U ~ R. Een C -n-varieteit, d.i. een n-dimensionale varieteit 
van de kla sse van differentieerbaa rheid of.. J is een topologische 
ruimte X met een aftelbare dekkende deelverzameling in elke dek-
kende verzameling omgc:vingen C1aftelbare bosisnL met een verza-
meling K van lokale re~le functies, de C«-functies op X geheten, 
en met de volgende eigenschappen. 
1. Is Vc.U (omgevingen), (U,f)E-K, dan (V,fjV)E.K. 
2. Is (U,f 1 ) E. K i=1., ••• r, g(x 1 , •.. xr,) f- Coe voor xiE.fi (U), dan 
{u,g(f1 , ... rr)j E. K. 
3, Is p.GX, dan bestaan U.;.p, (U.ix 1 )G:.K.i i=1, ... n, z6 dat 
(x 1 .i •• • xn) : U ........+ Rn een homeomorfie--in is en 
4. (U,f) "K dan en alleen dan wanneer 
D Het stel functies (x 1 , ... xn):U-+R heet een stclsel coordinaten. 
Stelling: Zijn (U;x 1 , ... xn) en (U;y 1 , ... yn) coordinatenstelsels 
voor een Ce>:"-varieteit Q<'. >0.i dan is 
o(y1_, • · ·Yn) 
-J O . 
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Bewij s: Volgens de defini ties is y 1 een Co< -func tie in x1 , ..• x11 
en xi idem in y 1 ,,.~Yn· Dus is (en bestaan) 
c) (y1., • · ,yn) :?J(y1., • • ·Yn) 2i(x1., · · .xn) 
1 = ----- == ----- ----- f- 0 
J(y1,···Yn) a(x1_, ... xn) a(y1,···Yn) 
en het gestelde volgt. 
~ ~ Men geeft een C -n-varieteit meestal door een stel locale C -func-
ties ( voortbrengenden van de C o( -st rue tuur) of stelsels c oord ina -
ten, . waaruit alle c«-functies en coordinatenstelsels kunnen 
word en a fge leid. 
Voor>beelden. 
~.J n 1. C -varieteit op R : Voortbrengende functies x11.,.x11 ! 
2. c/3 -1-va riete it. Punt en: - ~ <. x < ,...., • Voortbrengend e func tie: x 
andere C~-1-varieteit. Idem 
Zie §1.9 ex: <-/3. 
!I II II 
N .B. De twee c13-1-varieteiten op dezelfde puntverzameling ziJn 
niet identiek., wel 'bquivc1le:,t 11 ; ze kunnen niet door 11 inwendigc 1' 
eigenschapp8n warden onderscheide~. 
w 0 2 0 3. C -2-s feer x'-+y +z"-='1. V0ortbrenge;nde func ties x, y en z. 
Coordinatenstelsc1s: (x;y) voor z >0 en voor· z -<-0; cyclisch 
x,y,z. 
4 • TO ru 3 ( X J y ., z ) =< { ( a + b C OE, <() ) C Os Y7 J ( a + b C Os y1 ) s in y- , b s in r}. 
Voortbrengende functlcs x,y,z. 
Coordinatenstelsel:3 met functies Cf, y: { kit - t<t.f<k.c +rc+i-
1 TC - l < "'f .:.1 'rC Ht+ S 
O <.t 1'C < 2 
(k,l) = (0,0),(1,0),(0,1),(1,1). 
3. C «_afbeelding f :X .___,. Y. Vectoren. 
Zijn X en Y verznmelingen, dan is een afbeelding van X in Y een 
ve1,..,zameling parGn (x,y) met x E:.X en y E:. Y, z6 dat elke x E..X precies 
~~n keer als eerste in een paar voorkomt. y heet het beeld van x. 
Is V cen deelverzameling van X dan is fV de verzameling van alle 
fx met x E. V. fV heet het beeld van V; fX c Y heet beeld van f. 
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EEm afbeelding f:X ---+Y geeft 09 11r:ituu1~liJkc vJijze een afbeelding 
van de deelverzamelingcn v2n X op deelv0rzamelingen in Y. 
Is voorts ct een globnle cc:Ul1:::: functh, op Y, cp :Y--,. R, dsn is 
<f)f:X-+ R eeri glob2le rct;le func:tie op x. If, (l.J~ ,p) E:cm reele 
functie gedefinieerd op e:en cleclvr::rzcrnkling W c Y, d::1n i:3 
(r-1w, ff) een rc0le functic gedcfinieerd op de declverzameling 
r- 1w. 
Een afbcelding f~X-+Y geeft op m1tuurlijk2 vJiJze een af'beelding 
f * van de functics op Y (glob2,]l resp. op dcelver:-::ameling) op 
functies op X (glob3ol resp. op d~elvcrzameling) 
<,Of 
i 
r* beeldt ook stelsels functies op Y af op stelsels functi~s op X. 
A2n s ommige s tels els func ties lwn t men cl8 8 rom het bi jvoege lijke 
naamwoord covariant toe (d8armee a,:rngevend e1.rn gedrag crnaloog aan 
d2t van functies). 
Sommig8 stelsels cleelverzamelingC:cn heten om dczelfde red2n contra -
variant (gedrag bij afbeeldingen net tegengesteld aan het gedrag 
der functies). 
ZiJn X en Y Cc<-var•ieteite:11, c18n hcet Cfjn afbeelding f:X--➔ Y een 
Co<.-afbeelding, inclien f ~ de loc:-ilc :~; o(__functies op Y, afbeeldt in 
,;i_ 
de verzameling dcr locale C -functies op X, ZiJn b.v. y 1 , ... y 11 
:;1:: ',{-
locale coordinaten op Y, dan moete~ f (y 1 ), ... f (y 11 ), wacJrvoor we 
kort schrijven y 1 , ..• yn functies op X ziJn die in locale coordina-
o<. 
ten x1 :, ••• x uitgedrukt (ge:v:onc) C -functics zijn m 
Daarmec sluiten we oan biJ de elcmentaire locale definiti2 van 
e:e:i c°'-afbee::lding. 
Beschouw de puntvcrz2meling R m~t d~ Cw-structuur bepaald door de 
reelc functie: de ic1enticlce rifbc:elding t==t. Ecn C°'--afbeelding k 
van O 6 t ~ 1 in de C o;;-m-va ricte t t X hc:et sen e-epa ramc-t riseerde C «_ 
kromme. Hij wordt in locale coorcHnaten locaal gcgcven door 
x.=x.(t)JJ i=1, ..• m, x1.(t) een c«-functie. Kort X=x(t) E.Rm. l l 
Het beeld vc.1n t=O he:et beginpunt; x(O)== {x 1(o), ... xm(O)}. 
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Twee C d._runc t i2s (fl en if op U c X hctu1 in l"h:: t punt p E.. U c/'.-equi-
1· 
valent, ;-3 .:-; o<.., inc'Jie:r, voo1" cllce c/:i -krornme k:O :'i: t ~1 -~ X met be-
d/~ 'l/3 ginpunt p r.3elcJt -- ( 'f le) == _c_ ( ·t k) 
cJt13 dt/3 
, d /3, <fJ cJ /3 
of kort8r p;c::no-ceerd -- = ~ . 
. c1 t ;S cH ,/3 
Deze rG lat ic is inc1c rch:rn d coen equi va lentie ( Cf' ~ <f\, </ ~ y =9 11' ~ '/':1 {/-~1f 
en Y,-~)'.=;,-f~,¥). E(.;n E.quivolcntie lclasst; he.:et l'.;en /3-de orde omgc-
ving in p vc:,n e,:m func tie:. De equiva h:ntidclassc van cp wordt aan-
gegeven ms t !J /3 Cf en ht:et ook 13-de cl iffe rent i-'1 al van Cf • 
Voor A=1 heet hct oak een diffGr~ntia □ l of ook een covariante ;- /3 
vector,. cl ( r")<:)_ hcet ck w·1ardc vsn c1/..\p op d0 gcpuram0:triseerde 
dt kromme k. 
St2lling: a13 cp =d;3i1 <;=? ':lll8 rx:irtH.:le cY-de afgcleickn naar de 
c oord ina ten ge lij k voor O .c.. ;r· :::: (",. 
Voor het eendimansionale gsval is b.v. x een coordin□ at. Is nu 
d 2 cp =d 2 Y,- s dan is voor c1c lcromme X== o:t+ (3 t 2 
-J ( j ~4 } 
-_·, - ) l 'r' ( - ; +•:i A t) = jt L crx ,x. ,__ r _ 
en voor t=O 
r:i ') 
d C:. //; rl 11) 11 '- •/r ',1/' D o( 7 '213 ~1 7 / __ , y- ') ;j ~I US ~ + - -r_., _ == ,:x ----,,,-_ + ' ;~ 
c:. X --, d". )(" d:z - d cl1c'- ~ 
c:l ,p 
C) X --• 
voor 
,', 





Vorm0n x,.,.,., .x cen coor-clin;::itc.nstcl:,cl .Ln C::t,:n omgeving v.111 p, d::Ei 
I ffi 
is in p(t==O) 
9-.L - ';- m ~ 
c]t - f-.-. -1 ox 
i 
Kiest men c)(r 
-:'.:')....-




d t . 
o'.. E, R, 
l 
d cp = cl.() r'.1 1 c.c x,) 
~l= l l 
cian bliJkt 
d)C" 
d <p -;:;- m ' l lk k t , , t cff = t- i='1 c, 1 0 t voor e e .romme mt: oeginpun - p. 
v rmeG ucn m-Gim2 siopal0 vec-
van Jc 1.ro1 
r·~?er: 
\7 r, cc::·.1 
/3 
De dif renti~len in het punt 
Sl 
\j 
/ a ,.,I; ',J \ ) ., 
• ',J :L V ''' 1 (: n t i. 
l!) :., \ 
j ) -
,Jc::: 'i 
· ]_:J l(;n 
)' ,-•. 7,, .' :.,, l,.·,· r.- ·· ~ -·1· (' ,. L,J...l.., •. J 
~.dx. hete~ de co l -: 
Is (UsY~J ... y_) ee 
I n' 







91t e~n n dezelf~e 
1 :l.ne,·:. J.. P<' 
c: \T(:.: tor \ic-r1,-=r-c 
; ' 
t~n van je contra 
J. 
l 
\\:e ~c J_n g f:· rJ ,, 
~ t:en :; -· 
C [I~~ 




\ ) \\) 
rredefinieerd Gls 
, .. ~ 
c1t C1t 
cf kor·t 
BiJ gebruik vrin coor'dirntE:n is de 111'::!:1 r::· V'."n •:lt, c.~if'i'erenti::isl 
~net c oord in'.:: ten c<. ,1, .• ,o< .. ,1 r)p c\e r:: or; t re vec t er met c oorcl inn ten ~ 11 ' 
i m '"Jl' -'• '' 0::-m (),l Jr "t --,,::,,, ,\- ... ,, :,- 1 ~,· ' " fa , •• • fa gE. lJ~- :Jori L i== 1 oli/1,., , .or 1::,e,0Cdii:.::V1::::n vo gens .r .... instein-
l 
~onve:r•tie ~ 1 [?::i • 
·:i 
Ecr, Cc,1,,-c::-1fbeelding f:X ~ Y beelclt een :;/··' -2•:1uiv1lentiekl3sse v,rn 
1 ·Ln t ,., .,. ., . ' ' "/6 ·· l t . kl ,{rom1:1en _ cen pun. r c A :-11 J_n e12n .. -equJ.Vc':. en.ic. ,Jsse v·3n 
- · f' f ) . •· !'6 - 1 - , .. l ., /3 t·· t , 1{r,:)rmne:J in ~ d) , en E:C:r l- -equ.:.LV'.:l (':nt:i.elc c=::sse v::,n ,_ - unc ics 
in f(p) in een C /3 -equiv.".lentielcl'.J~-~::,e vrrn c;fo -functies in p. De 
Cot.-?,f1::eelc1ing f:::- Y in 1Juceert C: 1,1;3 op n'.:ltuurli,jke vJijze een co-
vari8nte afbeelding V8n de fa -de arde differenti~len, en ecn con-
trav~iriante c1f'beelding v.:::rn de fa -de orde 1-ciemen van krommen. In 
de punt en p 1::. X en f ( p) E. Y z i,j n d c ze 'J fbce lcl in gen homcmorf' is men van 
T(p) in T(f(p)), en vin Tt(f(p)) in T•(r), JuJ1l t.o.v. elk1sr, 
zod3t ze ~ezelfde r~nc (= dimensie bceldruimte) hebben. Is deze 
d~n is het eerste homomorfis-
r,1Eo een if:l0mOi:fiornc-in en hct t\._,,,,er.le E>:::t1 homornorf'isme:-op. Gsldt 
c1 it voor· e 1 k punt p E. X _, c:i') n hcet cir: ,, f'beelci J.ns; f een immers ie. 
Hij is dan lok~cl topol~gisch. 
I ,-. ·r " ·1 " 1 ,-,.:x , . , · r • v j , t s _;_ :.1. -• :r. 0:er: tc,rc~- is:::.-1e " -ir,1rne~0 :::1e v-::ir, A in i, un1 nee 
~ f heet :;u een ,~ ·-intedd ing. :;:--,e 
- , . • 1 f' b l ., ' ,, 1· ) , 'l .-, - ·- ,.., ,.;x , v b -, _, ·'J • lOC'r:·cieKE' .'] . .;Ce r:11ng V''lfJ 1,X lll -~-- 1.:-'· 00{ c,::11 v -ld 1.::u1. lng. 
Een tensor 1n pis e~n multiline~irc 
,-Ji· r'-'"(•i- r,1-,nrJ 11 •'t ,1,~r "C-•-•·rn·r1~-u1·r11t·0·n If' if "')') r.l,, 
,_, '-...-' ._, 1.J :.:· ...... , ._ .A,_, · .. -1 1 J V ..,. ,_, 1,..., '--' . •. ...__ J ..l.. ,_., - , 
functie op een geduriG 
• · 1111'- rn-:,,; rn Cl.JV. op .l x'l ~ l, 
C,'•, -··(JHC'1t'•l· -,--·-f-c, •:,c,,~--~re1-1 (F'T~) C,L- \..,.. v,.~ .. 1Jv......., v~::-,_,1,...,.,,. 1 .. ".L zi~1n voorbeel-
i,J,k=1, •.. m coordinJten v1n ve2toren t.o.v. 
s· 1 J o<. ,'2. , 1c 
'---~- 1<: iJ"JO 
eei1 1ineCJire fun,:::tie inc< ",/3, en J--k, dus cen 
" l J .,. 
,je get1llen 1l l.Jk cle coorc1inaten v1n cli.::. tensor 
tensor, dan heten 
t.o.v. (u;x,,,. .. x ). 
1 rn 
ex Ste 11 ing. De c ov:1 rj_a n te vec toren op een C ·-ruimte X vorimen een 
o<. -1 C - ru im t e ( C<) -1 = e. :'.) ; e, c) - '1 = w ) . 
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Dit volgt clire:ct uit de trz:n;0,form:,.1t1of,,rnulcu voor coorc!inaten 
~ 
-functies voor J=1,, .. m 




r;ct'...-"''1 0 ... • -, (7• ".:-, J - ·" ,., c -lU!Jct_ce,, .J)Or 1:;,J=l, ••• m, 
De Puimte der covariJnte-vectoren op Xis een vezelruimte met basis 
ye,.., m~·t \TA•7 el" rr/,(p) - I" v· c:,~ rl" 1-·n~•:•"1 ·(·• ., • .-,7o ""r)er E..'en 
... u ,.c' .:_,,,· c) ,Pt:/\.. ;...t, ,.,t:: 1 Cci.J.i'.'c. gro1.cp n __ ,._, b ( ·t), " 
(6 
dwarsenee daarin dle een C1 -deelv8r1etcit is en geen contravector 
A 
met erige vezel gemeen heeft 1 heet ee0 C ✓J-differentiaalvorm of 
covect1;1:'veld. Uitero'.1 8 rel is)'!-,~ r:--,< -1, 
Het anal e k8n men cioen voor 1n~cr2 soorten tensoren, Een 
ve1d v-c111 ten:soren c:lle in e1k punt ~inti::;ymmetrischl'., multllineaire 
f'i.m C t i e :3 0 p 'T X 11' ;(., ' • , ,< rr1 ( r f' :1 C t () re r1 ) z Lj c; h (';et r,, e 11 r - cH r re r· en t 1.J a 1-
v o r·rn of r-vcrm. ZiJn in een punt v,n, de C::,1..-m-v,Jriett.::·.i.t XJ (..) 1 , ... w r 
.•'1-c3iffere1,tialen clan i:3 het :·j+--.--.,.-,,\rlun- W r- r.. W r:• t ' de.f::Lni.t:Le 
·t Ll .. '"'iJ.,.,. 1_,\.,_, i •• · L, .,,.I (,! -r. (I r~ tl\.;.;;,,, 
cJe Dntif,yrrrnetrische 
door 
c.l e-" '-1 Ji__.::, ( 1· ) t 
-- " l l ',_I J • 
gegever: 
punt VDn X vormen ee11 1-dimcnsionJl8 vcctorruimte. Twee m-vormen 
~ /(' - ·r·1 ,'f; /r "r'··-•--'-- r ,- _, -, 4 ' : •. r 1. J' "' lr•"r +- -- . r ,'C 'l n···1 ·r ,,,,-[ ·n ~ .... •r ·1·1,·_ -·,_ti ... J.V fn•,) (; t "F\T) .I.~~ l_,t:_·,:'1: or.t1:~fj 1~~.; Clf:~·-~t.}\,.j )'_\I:~. :~_;() \_, j_fj t_"'.\::1 _.,!1 L.)C::\1 .,i,_,l t\ \/(.\tJ - -
rJ\on rf. --rl tTJ ) '--- 1.-'': 1,r•;·1 ,,r• 1 -·1 v:·lE,'"1i··ielr"l··,,,,,,;,c, 'hi=,et· (00ir ,, ___ lol-·,r,:c,1 (>"IT(•Y-·· 
,, . ...i,..v 'f" -···· r !J (l tt~ .-' a. 1~-_,-.. ·,-- ·_['-l-1...,. ,.J. .. • ~• •J~ ., ...... 1,_,._,i ... ~-- ~,,, .. , ., ., ,., . .c. C."·, ,._ ...•.• ~ - ~ • ~-'~ 
tueel) een oricttatie or!. ZiJn x~,., ,x lokale coo inaten d2n 
I Tr, 
hebbe:~1 dx 1 A ••• " clx (':l' dz~ A cJx 1 t, cix .• , ,c!x,...0 te n st21'.Jc 0r-lenta-rn ·c. .. ' ,·1 ;11 
tie. 
1:li,J zullen in het 'o:l.zi:Jn,:Jer· :Jok te m:1ke11 krijgcr•, mc,t ten;1oren d:i.e 
i r: e 1 k rnrn t v , : n X 13 ;/ mm e t r l ~; : he o t 1 1 n '2 ·1 i r c fur c t i e n on T -;c_ T' z i j n , 
M 0fo_ Problcem, Elke~- -7 □ r1tteit bepsJlt op nJtuurliJke wiJze een v 
fa ~ 
vari~teit voor ~~ d, KAn een C -vari~teit ~ltiJd zo ult een C -
,/ 
variUteit verkregen w~rden? 
4. rHffercntiaalrneeti.:unc1e ln eu.cl:lciJ.2cl1e ruimten. 
Een euclidische ve~torruimte Eis een re~le vectorruimte, waarvan 
we de vectoren door p,q, .•. voorstGllen, met een positief definiete 
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ki\/adrntJsche functie, voorgesteld door pp,p e.E, welke eenduiclig 
een symmetrische bilinec1ire functie pq=q;-i, gerusmd inproduct, be-
panlt. De vectoren in E corresponder~n 1-1 met puntcn van een 
euclidische ruimte met nfstJnd tuGsen pen q gcliJk □ an V(p-q) 2 , 
of in uitverkoren coordin1ten y 1 , ..• yN 
V 2-1~='\ l y i ( p) - y i (_q)} 2 
w 
De coordin □ ten y 1 , ... yN bepalen een C -N-structuur in E. 
De definitie v::::rn} -de orde cliffcrentiaal van een cfa-func-
tie op X k:::n ook toGgerxrnt 11rnrden indien men als f'unctiewaarden 
elementen v□ n een re~lG V8ctorruimte zonls E neemt. Zo een rune-
tie zal clcrnrbi,J cI' hcten indicn de GC1menr3telling v,rn deze func-
tie X-+ E ,;..n elkE cP -functie E -4,. n een reole cfa -functie X,.... R 
is. 
SchriJven we p voor de identiekc afbeelding vnn E op E of 
van een C~-deelvarieteit vnn E in E, dan is dp zo een differen-
tia1:il, die voor de contcw1r•ionte vector gcg0ven door de kromrne 
t_,,.E in he:t bctrcff'e::ride punt ::ils 1,nardc cJe vector~ QtJnneemt. o·c 
Zijn x 1 , ... x coor·dirn:itcn op e0-n c""--cJeelvririctr)it X in Edan is m 
:-:)p . '()p 
dp == --r:;- dx 1 + ••. +· ,;--. - cJx vA 1A 1..1X m in 
Ecn bci sis voo r' de wn 2 rdcr v~7r1 dp op X wocc: t duo gbvormd door de 
'ii 
m vr::ctoren ~, i='l, ... m. 
CJX1 
Het inproduct dp dp ,,._, (clf));2 ifJ :Ln \..·1k ~iunt cen kv1adr2tisch(:; posi-
ticf' definiete functi~ 00 de vectorruimts dcr contrnvari□ nt8 vec-
toru-1 :"1ldcL:ir. U1tc;c:,cl1r•t:v1c:,n :ir! c.1e: coordtrnten x1 , ... xm voo1" X is 
hi,) 
(clp)~~ = (L ii/ 
. ,. 1 
l \ L c,x' / J . 
~ • r"\ p a p d ,~ ., 
··· L ~ ~ ,. ux 
-· X :i oX J 1 ,j 
( dp) 2 h ::et hE.· t boon;o lc:me:nt i,; L. :1e lcngte van e:en C 'I -1':romrne 
t-;. E v1or·clt hiermec..: gE::dcfinh!G1. .... d door de: formule 
t=t1 
s = / v(cJp);3. 
t=:t 
0 
Opgevat c1 ls func tie v~on t heet hE:t een booglengt8 langs de krotmn,1. 
,.., 2 
Men schrijft ook ds= (dp) , ds~=(dp) -. 
DM ·JC 
Je Jefinitie V8n ee ten in 
liJk is J1n de le te VFln hct rechte ve ind sli,mstulc. 
0( D(. - -1 
Definitie: Een C -vnrietcit met een C '-ten3orv~ld,in elk t 
cue een posit f' def te kV,kl cl J:'3 -
r· 
ticch0 fun~tie ds~ op je controv ri~nte vecto~c 
. (.)(. heet een C -Riemannsc ru te (oc ~ 1). Jc 1 
----
tc v::i n 
', ".~.~,- ·1 "':'.l -· C /? d Kr ~,llm,t, J. ,, J . !'J • 
Protileem: Clt nnse 
zcgt ook ::1etr:Lck) :zj_c 
!Ji het bovenst,:ionclc vo 




j_ 0.::rnr: 1·j n DE~ r·u :Ln1.t r:.:n rnc:: t rne t ri :l t:: 1{ (l S 
Y:. 
, f: ....;,,. Y, z (S J t he t ,=: 
cLn1 heet r cen - .u, on12 t risc:he 
p 1111cc r .. 
en bes 
n co becl 
inbeC:d ing 
c, :L n von ccn 
te: :Ln '" 
i\l 
''? IIJLJ :·ul1cn lr1 ,0.·t.' mi:::,schien cJlt 
)')" ]. 
;_)teJ G 
h l n ~·; ' , 
r:uneter. ,r.3t 1 o v ctot"":-
,, (,, ... ,,),-·• ·i,, i·_. (::_:)) C.·E'l.,'.] 
;,) \ •. •,_.,._ •. .J..,)... ,, \ ·~ - ~ 
b 1 J • , • b 11 c::1 cl r, t 
vcor ks=··1 J ~~, en 
or1 f:J t n t \lo 
t 
., < 1., 
:l J .L -- ,, ' 
.Lb,+bl. (,j ,) 
d , __ 
- L; .-1 
I 
et i C 
t 
db 





nkt rJe bo 1engte s 
7 ' 1 
.1..l l{ • 
erlin r-ec te: en -
nnen 
r•ont inue ctie U lSe 
.J. 
:net 
Men kan bewijzen dat 
gegeven zijn dot d7n 
JM 11 
,gen 1Jl1J.2,t dc:ze f'u11ct:'Le~:3 \r.:;r1 <_ic b Jenc:t(; <7 • •· "T" C' () ( " ) 1 ·l ,., •· "" l . I n . J.. .., .. ,) == l. '··· Cl r) 
.. j _) 
.., 
1i0 t de krornme in een E_:;. 
1 .. 
l{r'C)rnrnf' 1:c: :-~ ?net 11<' ,·, (·1 1r- 1•01 ··1 n ')' ,:, r n _j (', 
._,1. ~' .~J.1, .., .~:,C .1 J- '1 ,,,__. J 
3-varieteit 1:1et p'.,lr.Jrrtc:,tervoorstellinr; 
q(s,u,v) = p+ub" +vb .. ) 
' i::.. 
V>:J 
isomctrisch met ·_17' J ( ii ,._,, !ii Analoog in 
/~lo 1(:\.\('.'.:·f;:.r-i) 
•,_.! _ rr • ..:.. r. 1J J~ ..,., w · .. 
t'i (' :cc: ,'l l°' +t, ,"I, 1 -l-1 , 
'·" ·i ,, _,; 1 . \.{ . ..,_ 
Merk op, dot de waardcn van 
driedimensionalc dcelruimt~ 
:f\1nc tic, 1.n 
V + V C! b .-, == 1: 1 ( ci S ·-V p / d S +cl 1J ) + ( I ~ I 
dq_ \/OC;c een con~:;t::irJte \r.J.~·JJrc1e ·\r~3n s!/ 
C·J1.,(( ,,··i,,-,1<'.'.r·1 ( 11 ''<·" 0 '+-, •)r·t pc;,c;·i--·Ej II)' 
.,,_, -- \._.,.JJ.1,_)~;, • ...( • .l ;..'-~•1...J:\..,.J ~ 
+ ·Jn t ' 
.l 
+ (u 0.,1d:', 
.F I 
c oti ffir; 1entcn c:i -~ ·: •· ·1 ·, ·· ·; •:· n 'l c., .. 1, •• J.l. ,, _.Lt:.8.7 \J,.,,, .f .. 1 ,;;,ll 
een 
liiet v:in p.) uf'h,-ingen. Men :~uu du:=: l1ct;;:0,lf':jc gevonclen hetbE:n 
_.I ~) 
voor pc-.,·r· l 0 r• 0 rr1mc-' 1Y)C>1' l.(r•r~n°rr1·1 Df;'('•r·1 1--·1 ( ,:, \ 1'', ( '" \ "'•"] ,-·1 T,·, ,:J ·1.· t ,1 •. J::'.,P.""'.·.·· "i 
_,\_;.: A ,\_ - \.,d ,.,_,_, ~-~"-" ,., L ,_)ii,/..;~- . ..:·) - • ., ,~ \ LJ) J ..,,, ,.,_.) \ k)) w:. \,,';, ..i_ .... ' • - V .:·;i 
'J ✓ I ..., r._ 
cl n k ·r, oi·r1·n·1r, 7 r·1 F _) e0 ·1·1 ~, 1 ·1 ,: '.. V "'·'1 i ·11 ·11· 0 11-<'" .J, C' (' n ,., pri ·i 11 ::, t :: ·n 'IT n ·Or' e-·.: e: 1.·1 
_., '"' .i., , •. , --.. , ,;._., •. ;_) J -", .,_•I , , ..•.. ~ !) • ,.. ~'-' .. .,,, ,,,; -.,,, '-' ... ,_. •"'-• ._, V \, V - -
·1 
,Seel v2n EJ. Hieruit volrt hct gesteld8. 
N,B, do 1r)0j(r:,) c:ontJ.n1J ovt;J:-' te, l::tc::r: ·.n in cie fun.-:tL . .:: C kr1n rnen 
zelfs <·le c;c~(-;"'ve:n ,v,·:.:irIC~telt t 1 on lr2' .. 1 \,c::rt'Jt~ cr.1 t.c)t r1i. 1j 'l1-~~.t1( j__;3il 
!"'; 
pap(s) 2:J,J een vJ.:=-,kke rcc:•t:,loti:: •'··•-kr(1n1n10; r:1et boog1e:ngte f3. J;~rn i:; 
0 ::: CD 
.) 
,"J ..... , ( 
( '[.•' .. . ! ,.. . ,.i., ·.• Cl -C 
':'!r"-·) (.l t.J ·+· ll1 •. ~: ~ ci f:l \U~3 . J . .; t: .. 
("J ;-3 




'L. l.t. ' ... : __ ,·1 ¢;) ( -1,-_'1 •. ') ' • ' 1· 1 1 1 ' "1 :~ 1 •, . 1 □ ~as= omtreK v aK~e ges oten G -~ro~ne • 
• J I 
Hierin is jpb1 \ de :Jfr3trrnd V[~n (vcc.:tor) 0 tot d,::: rc:DkliJn in het 
s, en p de kronunj_ng in s. 
✓ 
, / Ia O een punt waardoor gee~ enkele of hoogstens een raaklijn 
·• ·'1 . • "' 7 .,__ · '" ~2 \ 1· • ·1 -~ ' ' ·i " , ·' ·, :fi I / /' b l r'l "' t 1 an • .. , e ge ,, __ o v.:m ~, - -.rom1,1e g,3 at., l.,,.:! L .Ls 7 / _p\ . , p, 11 ._. ,, = om PE' <:. 
Is O een punt niet op de krcmme, wo~ o 
(vt?rg. Hsiunf:;, C.C • .Sone intcr_;r:iJ. r~;lns r r 1 aec hypers~r-
ti8al dp neemt dan w?2rden i~ een punt v1n X Jan die vectoren van 
cen N-1-dimensicnale vcctorruimte ziJn. st~l n is een eenhcids-
" vsc tor ( norma 2 l) :ln E11 1 rccht daarop, en continu verltrend met 
r 7 l ,. ~-' LLf.Jj 
'J 
r□ hkruimte T t.o.v. X. 
.-, 
ri <..:. C' 
~:==Ob 1 ' ./ ,, rJ s ~ 
' \/S,::t"·-r\ 
\r ) \ ---,. ... I 
l. d s 









\/ ;r:i - }:, r'.• . p 
- --- / i-~· 
clc tv.ice:::le fun-
X: I:) )Jc· ( D 
... ;;.·) 
~p de eucli~i2che 
D t en 
i<J:'J.?r1 ;"5t:::~:t~l e ,.::ontr:·?\rr-ir:i:jr1t(; t""',~-·.~:-·1k·rl:::i.rntc:• 1'1c-eft. \r c1 r 111=···1 ls stt0(~;j3 
\rolr;t 
{'"'. 
c] f_.. P 
~ ~n -
t:lsc.: 
d p dn 
- dp d't.i 
DM 13 
u-.'L+v· ,S.' 1·11 i· +-er1 C.1 cl,_··.)· 0 r c_'i' ".': ,., •. _, ' 1 .l{"' . ' t ,-., y, c1 p .. d C, l n t·, -. r ,, ,., le" 
'·- -- , - ,:;_ r•:c,c.., vE~C ••..J. = r.ce .. ,,:., ,.,_,':, ,\,_l_)uu . .1. 
tJS . 
De eig,en 1;1):-::.::irden v:::n dp cin t.o.v. rjp Clp heten de hoof'dkrommlngcn 
11·1 i:::•·1 1i-·1 "'"Yi X C 17,• r'1r::c (C•i··,1-r::,hvcc···1·r)r"''1', 1·.r(O"iJ'"[i c"ie hoofrJrichtin;;;::en. r ., ., (I? .... .I.. • ,, -.. , .. •• ,. ,. ,.J.. .... :: •••• I;,:;: .. ,, t.-J ..., 1 .1 .., ...... t, ·~ ~ "-" .. ,:.:) _ "· ..... ,, -~· . J, .. • ·- • .,, • 1..,..,1 
Kiest men 8ls ccot~in~tcn in T de vcctor8n in T- die een cobasis 
vor.mcn ve::n N-·1 ecnhc:idr.,ci,t,ci1vectorE:n Ln 1.r, ze-g~ c-0 l=·\ .••• N-'1, C. - ~-. i , 
vsr~clijking vnn Euler. 
("' 
£i1 <~; n C 11. (: 1 : Voor ccn geGloten C: •~- -k rornrne: /") .'ir I. ,J __ ,J :id : :, t e 11 1 n g L )f • it] 
,f; '1 (\I -l •. , ... , ,·· • 
.If /'1 u;:, ~ C l .? ¢ 1/1 ::L; = ;_i. T[ t·rou.Jt hi t IJc kr-ornmE' vJ..'.'1( c~~,' C Orl'\Tt:X 
I' ! ' ' •--:1~1 l'.~ p.'.)Y>V-l\1"1 ln 1)Y>' (Tl I 0\ (],:,? LL'TC hc,,·,lt- jn ci'1t J,:,; krornmc 1.n 1 •• , tJ ~ '· ,..., ;_ V .J._ • '- ~. /lo f I.,) '- ;) :::::: ' /,., .,, ,_{ .,• ,,,; . l 1 
trj_vi1?.l,~ knoop is (tic,ri z t: 1;g,:.:cn k.noop hc,c.:f'ti 1 ). 
(Vorcilg,..;mc,en:·i c1oor Chc.cn-L;!iJhof. A;-n • .Journ::11 cf M::1th,LXXIX j -3'1D 
( 1(lt:"7) I./,..,) I qi 
h'.)c:kn-i::1:~:t V'JOr cJ.l{C: keUZ-:.' [-3,-=COD[,tDnt ziJ, 
r• j ., ~ , ,. ,.,. :] ,. ';•.~:-·,:3 1, ] '-"j uc ,:::en·1c1.c:-:ivectorc:r- <;: 11 vJorci::::11 nu :in , :-, . . LC evonw:...Ju .g VE..,r-
-i 
pJ,1:1t;Jt n,~,1r hct purJt n 1n de, eucl :Lr,che vc::r.~torcuirnte: e.J en cJc: 
L ldc:t., wcJr•'lcn op nr:tuurli.Jke v,:L.1:.:;e: vocrc:cste1d c1cJOr' puntc:n v::!n 
~·~-sfce:r 
rl 1 
2) 1'.LC':t \JCrg;eJ..i,jl(j_r1c; r:r:.==·1. ?io ont::;t,'.Jt1t (j,,~ C -t1f 1 LC:E-:lcJir1g; 
Zijn u,v lok8l~ coordin1t~n op S, dJn 1s d nppcrvlaktL vnn ~~n 
Ln stuk Gin S LCD int, ~r'J7l V8n dL soort 
f.1; c. J_ 1,J 1( a '":1 i 1 ( L1\ ... : C 1-1\.i 
,.... 
J /.x.(u,v) ·Ju" (!v I . 
G 
t r n } ::, ':i .,_ (' ( '1.f \ .... •· (< t 1 'r ,~ r, - . , v,e • J - 1 • 
.. ,_ ,., , .• . , l, .L \ i. ) ,., , .. l: u · ,J l-c ,J I· p -,;_; , •I _ ·. i t•. 
ig~ bcdLkking ook mc~rvoud 
/ ) Jl / ,, X' ) rl r, rl 'v I F i a \ ,, , . l " .~ A . '\., . 
.. I 
r __ ,,,·_, 1_·, ,-1. . ..L·· ._, ': ,. ,.. /,,. f , -,; \ i'I ', •7 't 
' - • ,_' \..._.. \..,- ~ '--' \ < '/ ),1\." \ ' ) ;) I\ ) ,,.\ 1.) ,\ \.., rl 1 




] , .. 
:,,i ~:.;,. @ 
Mrrn r d f! n g '- 1 d t th: t 'J l v; ,, , , L C:: Y1 1:1 r1 n t .11 n le: c c r: rs.: c ht ,. r l L3 z LJ n tK t: 1 cJ 
i·lo ,·] c\, . 
C1 Q Q Yl 1~ ,, [ •.· v C C.) . "'• d C', ') • ·1 ] r • ' ••· .\.- • ·• • . ( C ) j . ' l 1•• Ji. 1. t.J, ~S \_,.Jl ~ ,, ... ,,1 1 ,._,,Ql \:;,1./"- ;.)1J1JL1 \/:_:·;~! r; d .(Jn tll. .. ~-; (~(;1J Clr)l{i..:.::_:~ () 
,,.J ,,:-.j n C.. 
l..J iJ 
rechtG bbpalcn diw dit ~ct p(s) fLm~~n h0C::ft. 
\•Tij conclud1..:r•e:ri c1?t h(Yr) cp :3 c:::n opp,::r-vl::ikto 
!.~ -~ If l i:1 s 
BcschouwC::n wiJ thnns ~Ln 1i1llckcuriG punt q op S. De functi£ 
(',1•.l. r' lry•cr·lm' n ( c• ) (1 l' ',, ,--1 ' t• ,_,\ I_, r\, .L. ~ i l ! l ..._ t ., '/ .. ) -~..t .._.. \ ., .._; 
T~' ·1 1r 
.J._, -1. h .. T>llLJ t q er, 1,1 1:i r·cl t 
.,1 ":·.·.: \1",1•.··. h L. ··,··11t·11· ·,·•('"\ t'·nt .. ,,,n \rl•:,l• 
- ....... , 1 i 1...,. t• r.J v .• l . .., 1 •. : ~:i; , . ..., .,) •,., .. v . ., ..1-'.A .·'!... 
1·; 
1cronun( .. ; ic:t- sn1Jdt is ~1:..::n Cc~-fu.n-c-
dus rloo1~ h(il) r:ilnstens tvJL:C:nLJDl 
/l ¢) p) (1 :3 ~ ;2 .L~11-- = ':\1f 
,¢ lp ! ~'. r; ?- ;! 1r . 
d r•i,,_. l• ( 1, ( <'• ) \ 'h· I 1, ( <'.• ) ) ,•'., ~] l-- (' h. ( "' ) \ ,..., 1' , I· , .. , '" l ,.,, '\ \ ,., 1 / J ' \ .. "1 \ ') ;2 I '•' ! .i \ ,., 'I O ·3 ) ! J ·- ,, '•' t:·' 
csn grotc clr·kcl op.:,,. z:ou rn,::::n in ,:1k vc".in J,::: f3 c,pc:n d,.,lln v1nnri.n 
~en crr1e~(i\rln~ l1:i 1~:,.zt:·:-1 en ::i:}nr1c:rn,· ... !' 1 1Jat ;~rcen vJn dc2::~ n1~~-eri d-~Jr.: 1~tr1 
kl'"•,~~V) C:nr)l ... 11"·:(\J) t"\c:,r·\-,,1(+· 7()'il ·~"Jn·rc1 i.°·'1°'\ rJ.~:ltJ l(t'i~:C[C rncn r~,~·:·r-1 contrricJlc:tic 
..... - 1. j ... ,.. • • _ \ r~ 1 ! ~- ;,.· . ..,~ u _ .., ... ._ _, ... ..., _.- .. , _, 
rf\ \u,i ,,,,:, -· ')1,· 1,ur r-111•:: \fl { ._,I i_J .-. t... ["1,,4 • .J - I... t,,,., 
,) 
\JO 
In dit gcv2l ki~z~:1 w~ in h,.:.:t v] k van d0 krommc twcc loo~rechte 
d (J .. 
r' 0 " 1· ,-, ,.\ •·· .:;;..... c· ·1, rt)') d ;-:; 
.. )<_.i 1.. .i f..J ,I· -- . , -......✓ --· • ..., 
j CJS . .; 
::::: 6 c1 ·..O ::,;; ,~: ~rr o r 
J J 
We kic:zcn a0 or1~~tati~ '\/an E}.,,,. c.:11 
I 
e;:: .::,cht•.:r•c:: f nag zo dot 
DM 1=-, 
hetg0e:n c::inv._,xitc:Lt inhot.,clt. 
Is ¢ lpl ds< l1-1r, c]c:ll1 bcst;::.;::t ...::en vector q E.. S r.1et c.:en omgcvinc: 
van q in S, waarvnn c1k purit door" h(ll) r.tindcr clan 4 k0.:C::r, gctcoffcn 
wordt. Nocm q vcctlk~81 cn de ecrdcr no0mdc functie z hoo~t2. De 
vlakke krommc ~f. Jc cxistentic v2n die ofbccldinc is pcr dcfini-





bJJ h(:::t VGrige:_; 
1 i ·v-, rr __ r;:, ')' ... ( c ) ~ ... l.,1 .(,_; -· ,_, lj \ w ''i $ 
Wij gcven het bcwi □ <; Ci C i ~ '· V ::. 1) \t' ()) 
.. .J I \ 
('1 (-:" --
1..,• 1.-, --
DM 143 , 
. Correctie. p.14 regel 14-9 v.o. moet zijn: 
Is de kromme niet vlak don is max z >min z., hoe de ecnheids-
vcctor q oak kozen is. Wij kiczen q=b 3(s 0 ), waarbij s 0 een 
punt zij met torsie ongelijk nul. Stel m8x z en min z warden 
respectievelijk bereikt voor s=s 1 en s=s 2 . Er zijn dan dis-
juncte omgevingG-n I( s 1 ) 1.rn I( s2 ) op de kromme m'2t langs de_ 
kromme gemeten afstand r > O, en cen omgcving U(q) van q op 
S, z6 dat h {N n (s E.I(s 1 )J} zowcl als h {N n [s tI(s 2 )]} 
elk punt van U(q) minstens l6nmnal dckken. Voor voldoend 
klcine r,_.osit ve k<1 r ziin h b (s -l{). h b rs) en 
:) 0 1 o - 'Po 
h b1 (s 0 +k) niet lincair afhankclijk, ~n dus vormen de drie 
grote cirkcls van S loodrccht op deze richtingen ender meer 
een kl0in boldriehoekjc, dat voor k __,..Q het punt q = b3 (s 0 ) 
tot limiet heeft en dus voor k voldoende klein bevat is in 
U(q) = U(b~(s )). Dit open dri8hookje wordt door 
j O ' ' 
h {N /""\ [s 0 -k ~ s ~ s 0 +k]J' reeds tviee keer bedekt en aangezien 
s 0 -k 6S ~s 0 +k geen punte::n gemeen heeft met I(s1 )J en tevens 
met I(s 2 ) omdat k <] r, wordt dit driehoekje in totaal min-
stens dric keer bedekt door h(N). Dgn beslaat h(N) op Seen 
oppcrvlakte > 8n:: en 
pfp/ds >2--n::. 
5. De existentie van cen C~-Riemannse 
~ o( ~1. 
DM 16 
t i k Co< • >-t mer 0 op een -var1c-
Stelling: Op een C o<-n-va rHJtei t bes ta at voor 1 ~ o( ~ c.:, een Co(_ 
Riemannse metriek. 
w [N.B. Volgens C.B. Morrey Jr bestaat ook op een compacte C -n-
varieteit een Cu~Riemannse metriek, maar zijn bewijs is nog 
nict in detail gepubliceerd. (Notices Am.Math.Soc.5 no 1 febru-
a ri 1958, p. 73) ] . 
We zullen drie wezenlijk verschillende bewijzen van de stel-
ling gE::ven. 
Eerste bewijs (Bochner s. (?)) 
In de topologie wordt b0wcz~n dat biJ X,een C~-n-vari~teit 
( c( > 1) volgens onze definitie, <.;;en st0lsel (open) co<-co<:5rdi-
natenstelsels (U,13 ; x131 , ••. x,,., J met bcgrensde bcelden in Rn 
en op€:n omgevingen v13 mE;t v~c u13 bestaan f3 f. I, z6 dat X de 
V8reniging van alle ~3 is, en z6 dat elk punt in X een omge-
ving hceft die hoogstens eindig vele der U~ ontmoet. 
Wij beschouwen een ~ t I en het homeomorfe beeld van u13 
en V~ in Rn. Stol d8 c.1fstsnd van het becld van de rand van 
U~ tot het beeld van de r8nd van v~ is r. Kies een verdc-
ling van Rn in hyperkubi met zijd2n golijk aan r/( 5 Vn). Bij 
zo een kubus 
Pi < xi < qi = P + r /5 Vn i=1, •.. , n 
bE:;schouwen we d(~ C 00 -functic op Rn: 
(5.1) n TT f(xi-pi) . f(qi-xi) 
1=1 
met f gedefinieerd als op pagina 1. 
"" De som van alle .1ldus vcrkregen C -functies bij al ~ 
hyperkubi welkc met hun rand geheel b~vat zijn in h~t beeld 
n CV) n ' 
van U/3 in R, g~eft een C -functie op R en door middel van 
het coordinatenstelsel een c«-runctie op U;.;. Deze kan c~ -
voortgezet worden over de gehele ruimte X, namelijk door de 
functicwnarde 0lders nul tG kiezen. Zo ontstaat de functie 
~ die positief is op V~ en niet-negatief op x. 
Het product van Yp met de kwadratisch8 vorm L.~=1 (ax/3 1 ) 2 
op Up' en met de kwadratische vormO elders, is een globale 
(op X) overal n t-nc t v2 
voorstellen door 
)// y/3 • 
end sitic.:f 
n ( . 
i=1 ° 
is or;, 
dr1tische vorm, d 
o( C -metriek op X wordt nu gcven door' 
(5.2) 2 L ( . ~•n 1(d d s = ·A ,. I • ') \.j/ 
r"" l '/3 
DM 17 
We rt 
(Opm.: Hct symbool x13 1 is gebruikt voor (8) het i-de getal 
in cen riJ tal n in Rn,(b) een lokale functie op X n.l. 
in de: orngev ing U"' ) • 
-- /-' 
NB n- ~« f ~-, • _t:; ,._; -.unc0ies 
op X die niet-nsg2tief ziJn, hobben de vol nde eig~nschappen 
buiten U 
c<. 
X - ·1 • /3 -
,...,e< d f' • Het stclsel functi~s he2t een ~ -partitie van '8 ~uncti~ 1 
op X. 
om0tric integration th~ory, 
n dit btWiJB allcen voor compacte X. 
Eun bew i ,J s i. s gt- h:v c.:'rd ind it::n We, ~;en C c< -j_nbedd ing f van 
de n C~ -r-varitt~1t in ~n ~uclidisch2 ruimt0 kunnen 
a8ngcvcn. nt dGn n~me men h2t dunle bceld van de euclidische 
m~tr1e 1 - 01 ,, 2 r· * (c'1s ) 2 c: ..... 4l'\. ;J = o .,-1,E/ II, 
<::; t F: l Y, tu ·sc '7 -J· · .. J' n 1 Q b nv 'n 111 '' t "' 1 u 
'·-• - -~ ' /3 ' /3 ·' ,, i - . '-' •~ . " c! , c /:' == , • • • " 
( Y 2indig we s de cornp?cthcid v r X). Ecn Co< -:tn ddi.ng 
f van X Rv n+'1)=Ev(n+1 ) wo t g ven door de v(n+1) 
func t s in p G X: 
( 5 • 3) 
t r 0: ·"" is~ is ideliJk. 
f hr ) \''Ora' . .,., \V/3 1' '.:Cd 
-· J./3 (p) . x_, (p) . 
_, _l 
b 0; (~ 1 cl op V /3 door 
wJaruit volgt dat f lokaal een invers~ h2eft en een imm~rsie 
is . 
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st e 1 w13 = { p I )!, fJ ( p ) I o } . Nu is v /3 c. w _ c. u /3 • . 
Zijn p,q e w(-l , q,ip, dan is r 1/' (p)/r0 /' (p),ir11' (q)/f0 1' (q), 
dus f(p)/f(q). 
Is p 6 WA , q \ w13 , dan is f (p)/O=f (q), dus f(p)/f(q). ,~ 013 013 
Dan is de irnrnersie topologisch, dus een inbedding. 
Derde bewijs. Steenrod N. The topology of fibre bundles, 
Princeton 1951. 
Beschouw een c~-triangulatie K van de c«-n-varieteit X 
met simplices in coordinaten-omgevingcn. Stcl een Riemannse 
mctriek is reeds geg0ven op U(Kr), een omgeving van het r-
dimensionale skelet (dat bestant uit all0 simplicus van di-
m0nsic , r). Wij moeten (nodig E.:r1 voldot;ndc) la ten zien dat 
E:r onder die omstandigheden steeds geen hind2rnis is tegt:n de 
constructic van een CP:-rnetriGk op C::~mg2ving U(Kr+i) van 
Kr+1 . De constructie vorloopt simplex-g~wijs. 
Voor r=-1 kiczen we disJuncte coordin3ten omgevingen van 
de punten in K0 en nem2n dnarop C~-metri8ken naar willekeur. 
Voor r > -1 beschouwcn we 0cm voorstelling van een 11 op t<'-.J 
vullen" r+1-dimensionaal simplex 31s simplex met zwaortepunt 0 
in ·een euclidisch2 vectorruimtu en m~t op dE rond vector8n die 
we door r voorstellen. tr doorloopt vooc O ~ t ~ 1 hs;;t g0ht:l8 
beeld van het simplE:x. Wij kiezE;n O < t 0 < t 1 < 1 z6 
simplex de m8triek g~defini~erd is in 8lle punten 
t 0 ~ t ~ 1. Voor t 1 < t ~ 1 blijft hij ong~wijzigd. 
t. 
Stel I ( t) = j f(t-t 0 ).f(t1-t)dt 




, f .11 s op p:i g .1 . 
j f(t-t 0 ).f(t 1-t)dt 
-c,;, 
I 
1 - - - - - ·-
y(t): 
Stel 




2 ds 1 is de reeds bek-.;nde m0triek voor t 0 l6- t ~ 1, E:n O voor 
< t . 
0 2 
ds 2 is een willokeurig t8 kiczen m8triek voor o ~ t ~ 1. 
n 
2 ( ) 
-
• A ! 
een 
-me r' k s r' t 
t 
6. 
u t ue.t van ormen p et': 
H 
V 









a d X • 
e 
l 
De kr-orn.rningsvorm n , ver•kregen cp intrinsieke w:1.Jze. 
·x: ~1 1 -nu· e'-"'" ·'.'re"'.,• "'""'te._,.,,.,.,.,r? r•"" -')'"'p0 """.'a'· "'e 1• ~➔ e,...,a'""'f-'-le 
...  J ... .. ,;., J • 5 t.,; ! l t I.) ' ,_,, J~ J ..... ,· .... ~~ ) -~ .• I,. V J.. i(i;., .. 11 V ['..... i 11 i. ;f ,I.~ ... , 
t') 
metriek dsc... Wij beschouwen de driedirnensionale ruirnte V van 
paren onderling loodrechte contravnriante eenheidsvectoren 
e e me +- "'e ,:,;.,,.et""'·•h•,n ,J,:,,I... ~,,,., e 11 ~01'"'t p 0 ~n X di'> vo 7 ·rorr1e 1'.,2' l '.,J\.,..! ~-..J.i:-;) J:i:it..-,,::1t~il...Jc;I.,, _L,.,1 J...:5..,.._\,,,t!.J ._ \!Q >,,.; ·..1..0......, 
e 1 ,e2 past bij de criijntetie aldaar. Jat wil zeggen dat lo-
cale coordinaten x 4 ,x 0 bestaan met de gegeven ori~ntatie en 
. c..~ ·" O' i " J,..d f \ V, l1V1..H' :,:: .. 
me L- Xi \'e 1· ; = ; , = '\ r, •. n O in i / ~ • 
L ~0 l~ v~-• ~~ 
Als locale co~rdinaten in V kan ~en nemen: twee co~rdi-
naten x~,x~ cm o Aan te duidenJ alsrnede een hoek ro (modulo ! .::: J. } 
2~ bepgald) biJvoorbeeld de hoek die de vector e~ maakt met 
I 
raakvector in p met 
0 
dxr.(e~) ""' Ci en 
c'.. '"j F > 0 • 
T~e ('<X> _,4f''ooe·1r'1ir·,p- r,,;7 ,. y 
.J:..J ~ _. :..., .L .._, ., ...._\. '6 t,.• ~ ..,, -"""'7 .1\. van elk tweebeen op zijn oorsprong 
heet prcjertie. De tweeb8nen met eenzelfde proJectie vormen 
een vezel va~ de zgn. vezelruimte V met basis X. 
Je differentialen in V zijn alle van de gedaante 
X bestast fJn covariante vector w 1 met de waarden 
Het duale beeld in V vAn deze 
de gewenste ccveriante vecto~ 
,., :'"\Tn r-i._;.,_ '1tP Ver• t' QY> ''' l' [1 y 1 <:. '-' u - ., - ,,' - '-' ,. ,- "j . .,c, ~- ,, 
in V 7 die we ook aanduiden met 
w 1 . De verzameling va~ Rl dergeliJke vormen de 1-differentiaal-
vorrn w~ op V, die uitsluitend en geheel bepaald is door de 
{'"' 
gegeven metriek ds~ in X. 
Cp analcge ~iJze wordt w 2 op V bepaald, 
, 
zo da t op X 
Zijn 0 w 1 en 
w r "-' \ 
n \ -- ,•" / ... 0 
~- l 
z6 dat 0 0 (..U (.o ) -1 ''- i 
- l:,,,i 
<.Jij' en stellen we de duale 
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0 0 
beelden onder proJectie van ~ 1 en 
len voor, dan is in V: 
w,..., door dezelfde symbo-
c 
0 0 
w 1 ::::: cos (f . lLJ + s </ lLJ 
'1 r, (6.1) r.:. 0 0 
w 0 ""' -B rt . uJ + cos <t l,!.) 2 
'- 1 
Merk op dat Wl\lu -J3A£ 1 2 - 1 2 " 
Omdat £ 1 en 0 w 2 1-vormen op X zijn, geldt ~etzelfde voor de 
0 2-vormen d w 1 en ,j 8:i,, en we mogen stellen t:. .• 
en in deze uitdrukkingen komt Cf of d <f niet voor. 
Nu geldt 
== d cos + c) 
O 0 
+ e o q ,,, ). w /\ u: + ~ ·~"'• 1 2 
0 0 
+ 8 :Ln <f •/ W '] A W 2 
-- d </ I\ (-sin Cf. 0 0 0 0 uJ +cos Cf, l'-' ,,)+cos (f .>,, w,,1" w 0 + 1 <- ,_ 
0 0 
+ sin (/ .//4 W •41\ w,:, 
i ~::... 
0 
d .:.0 1 ,,. ( - s in Cf • w 1 -l- cos 
en ane loog v,:ior d w '). Samengev,:'I t: 
'-
( 0 , 2 ) ,.. L I c .. cu i\ 1 ~ r~- w 1 :::;; w ')" (V ,, " , d w -i = 
,, a,• 0 , 0 
u,,, ::;:;: (J . ) .,,,, -'J ,,., - ,a <,.) " - /\ OJ• 
-40 1-").-; ~ )' / ,, .. ) "1· r , c. '-- . -[ _____________________ ...., 
De different.ianlvor-m (,J,, 0 ls hierdo01" in V eenduidig bepaa1c1, 
t:..:.. 
zeals men eenvoudig k2n bewijzen. w~? is dus oak geheel be-
,.... I ._ 
paald door de gegeven metriek dsc, en hetzelfde geldt voor 
0 0 
-- d ( --'~ ,.v - ,\ w ) /" 2 ~1 
In deze laatste uitdrukking en 2-vorm komt ~ niet voor, en 
deze 2-vorm is dus een 2-vorm op X. Het is een veelvoud van 
J3 /\ 
1 , het 
11 0;,rervlcikte-elementn, 
(6.J) dW r :::;;fl.::,::; -l'\ W t\W 1~ 1 2 2-vorm op X 
n heet de krommir:gavorm op X. De re~le runctie >'( op X is een 
invariant van de met t'ie k. Hct is de tot a le krom.ming van Gauss., 
zoals we 1n de volgende paragraaf zullen zien. 
De krormningsvor:n fl .. voor geva 1 X ing;ebed is in 
Wij beschouwen de ruimte D der georiSnteerde driebenen 
(p,e 1 ,e 2 ,e3 ) in een euclidische driedimensionale ruimte. 
p,c 1 ,e 2 en e 3 zijn vectoren in een euclidis~he vectorruimte. 
De differentiaalvormen met vectoren als waardengebied, 
dp,de~,de 0 en de~ ku~nen in v~ctorcomponenten ontbonden wov-
1 C- ) 
den. 
dp ""'WA eA , deA :::::WAB eB (Einstein sommatie-conventie 
l\._,B ==,,1, 2 en j) . 
u.::,A 2n ,0AB ziJn reele diffe:rentiaDlvo1."'mcn op D. 
Er geldt 
- ,,, " t..<) 
·- '"'""'B BA 
Wij beperken nu p tot p £X en voorts tot dricbenen waarvan 
e,,,.,e, 1 raat{vectoren :"liHl X ziJn met cle bij X ~xurnende ori~ntatie; 
l C 
eJ=n. Op deze wijze wordt de in de vorlge paragraaf genoemdc 
_1 
vezelruimte Vin~ ingebedJ terw1Jl u) , w,, en dus l'iegens 
'1 ,:._ (6.4) ook w~~ de 8ldnar 
k.:. 
gc11oemde betekenis krijgen bij be-
perking tot V. Dus is 
(6.5) I 11. =- K. == - O.J_'1 '2 A 
1.-,' 
L-------------•-----------------, 
nu in een punt van X, e en 
'1 
X C E 3 • Da n 1 s ( z i e p ,9 g • -n ) 













7. De stelling va~ 
teit heef~, er ~~t veld i~ de buurt d~Hrv~~ is gegeven door 
t -.~ () 
fe~"er.t.1.eerb:1re functie 
veld opals eerste 
q~·1 ·, y· ·', , .. V ,., , ' .,:... ,,.,, • ·;?Jjr, dus 
in de vez8ls boven dt aingul1riteit~~; in X. ~u gcldt op elk 
st 1...: 1{ \r n n de r21 :i cJ '""J ,, = ~t)"Y~;' r:~: , .j ~,.: f1 
( 7, i ) 
t-
( .. ,t.) ,.1 ,''\ ~:: :, ··] ~; ,:, 
It 
r· I ... , 
-- J ..I. ;, 
,,., /' ,__ .. , 












... ._,_,_ ....... _ .. J 
:Jc ... ;,..,"•• 
·1~ 
·1 \ X 1 ::~ 0 C' ~: cnn r;,-~ ·:::: rl t{s· .1 i . ..J l;: ~.:r a r: d ~; t·_\f; t. t· :i.e ~-c 1 1 
!Jriteit~~ v ~ htt 
_; ·"'··1 
en t"~e metricke~ (ls~ en d3i:: cp 
het oµpervlak V. D8n 1s ook 
een m8tri~k op V. 
" f -\ ') + A,ds,·--
' ' i 
SubstttutiE.: van (5e;::e •n(·t·,,1.•·•·,,ri""• 1•··7 "I') ~,,lf,,,.,, .. ',•' ,., .. ,•1· l ·f..,lre-.i"' 1•~ \,, ., ....1 .1. ,\..,- '" "\., , f .,Ls:-.," .... L V ,,.1, \., •. . ,i ....... ,_,."- !.' ,\J 
r.·_1n1 1e fun•,·.·.•.i·.•.·:1•.· ..  v:•J,..1·) 1·.11c, t···.·c•,, .. ,.,t·.1.:.i~"' ~-1 · ·.. C' " 
.... ~ . _ ~ .... ___ ,._ 1\ .. _ \.,> -- _ :. ~) ,. , f:: ,,:· r1 ·c. ;_; .:~: :; n e J .. e kan 
aennemen. Dan is hij ocnsts~t cr1 h(t ~~stclde valgt. 
Eer, voc-rb€,eld van eer. vc:! t,n•v •Li kr-:i.Jgt men door bi.J 
de) z1Jde~ 2~ de 
k-E:r: .:tr, L. .l. 8 b:t,·;dt ... tj n t;e1:LJl-t :1:_~!_!_l -·1, +"! er: --1 res·;:--t~ct:Le~rt:-
1 ·i -, 1.,. : ... ,.:_ t'.:i ,:, 1· 
• .l.. ..... Ji'\ Ji ,.,, .. } ,.J \...,J, \• 
ken van de tri9ngul2tie vcorsteller1. Men denke 
ze men N. en Z,pool 
elk runt. ~~Jrmce bll.1'.ct X • -~-1=-~). 
1) .. , l' ,...,, re,-,• ,·,,:: o·"• rli<'·P,_~,,,,,·.:,rti 0l.1 ,..,.,~c1n1ei·r.-·· 4 1'' ... ~'€ l•.,na,e , ;~"j JJj, .... iOt.J,L ,p L.J .~ .. '. CUl (:,1.,., ,.,[~ U ,l,. ,t,\.;., J. ,;.;~, • '· t """ "'."'..).._., • ~I.,_..,"!. ~,,: \,,,1 0 '- t) il 
Mime0Gr2phed 11otes. Stanford University 1]5b. 
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,.., 
een oppervl~3k met dsc·, 1:--i zL::,J l':epr1cilt ec::; sneli1eidsvector--
vcld, dat slechts geisoleerde singulariteiten neeft (snelheid 0) 
Zo een singulariteit is een stationnair punt en daarom bestaat 
het vectorveld ind~ buurt van een singul2riteit (op zeker mo-
·r1c, r1 t· t ) ' 1 '1 i-· 1, C.- ~ " V C,,.,t • V 
0 
r1akv~ctore~ 08~ ~oncentri □ che cirkels. Zulke sin-
gularite1t:en levet•e~ een bijdrage I=-1. ~Aaruit volgt de 
Stelling: Op een ori~nteerbaar gesloten oppervlak X met Euler-
Poincare karakterlstiek X., en metP:le1{ cis.::: hoe ook gekozen, is 
6Jnpsrameterige beweging onmogeliJk voor geval X > o. Voor ge-
val X =0 (torus) 1s beweging soms mogeliJk, mJar er is geen 
enkel momentaan invariant punt. Voor gcval X=-2(bol)is bewe-
~ing soms mogslijk mnar dan heeft die beweging twee momentaan 
ir1v~rinnte punten. 
Men kan hieruit ook nog afleiden: Op een niet-ori~nteerbaar op-
t") 
pervlak met ds~ is ~~n parameterige beweging hoogstens mogelijk 
irv:Hen het een projectief vlak is; en in geval er een bcweging 
is, heeft ::lie ecn moment,:itrn invari:H,t punt. 
Analoge stellingen gelden voor confcrme afbeeldingen (i.p.v. 
be '·'eo·1·1.,,.,.ey1) v,:iv, v: n,·, ~,--1~ 1, n c:, ,. f:::, 1 , -_, L , . .: .. 1., t~' c...., .!... I_.. .. .<. 9 
oppervlnk X van ee0 complexe alge-
bra!schs functie bestnnt een invarinnt gedefini~erde Riemannse 
? 
metciel;: met constante kromming geUjk a:.-rn ·I indien X een s- is, 
gslijk a2n O indien X een torus is. gelijk anG -1 in de andere 
gevall2n. In die 1ndcre gevallen is g0en infinitesimale bewe-
ging v2n het gevonclen cpper0 vlE1k X met metr:Lek mogelijk,) 
7. Isometrisch inbeCden in euclidische ruirnten. 
-inb2dding f van een C~-n-vnriijteit Xn met Riemannse 
,_,.~) 
metrie\r.: ds:~ n-t..F 0 ::Ln eet· cuclldische ru:tmte E '·' met metr:iek ds~ heet 
,_, 




De l,=f;]tste ongc· l i j l{Y'1e id 2 2 ds - - r•(ds~) niet-negatief X J.!, 
De volgende vraag ligt nu voor de hand: Bestaat bij een 
gegeven Xn ( inelusief cJs~) ecn eucl:'Lc1iscl1e PUimte En+N en een 
A 
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isometrische inbedding f : Xn -+ En+N. Wat is de kleinste waar-
de van N waarvoor zo een inbedding bestaat? 
Er zijn verschillende redenen waarom een 1sometrische 
inbedding onmogelijk kan zijn, 
a) In de eerste plants knn een inbedding op grond van topolo-
gische eigenschappen (dus onafhankelijk van de metriek) onmo• 
gelijk zijn voor geval N <n. Zo kan het re~le proJectieve vlak 
ni~t in E3 worden ingebed. 
b) In de tweede plaats kan een inbedding we11swaar topologiech 
mogelijk zijn, doch het kan zijn dat de c1-structuur zich te-
gen c1-inbedding verzet (onafhankelijk van de metriek). J. Mil-
nor heeft n.l. op s7 een C~ -structuur geconstrueerd die geen 
c1-inbedding in EB toelaet. Ann.of Matri.64 (1956), p,399-405. 
c) In de derde plaats kan een isometrische c3-inbedding onmo-
gelijk zijn voor geval N < n-1 op grond v.1n locale isometrische 
etgenschappen. Voor n=2 is dit duidelijk. Een omgeving van de 
hyperbolische n-dimensionale ruimte k1n bijvoorbeeld n1et iso-
3 2n-" metrisch C in E ~ warden ingebed, 
d) In de vier•de pl:iats bestaan ruimten Xn met de eigenschap 
. n ·~ n+N dat wcliswaar X, :- ingebed kan warden in E en ook met de 
eigenschJp dat elk punt van X wel een omgeving heeft die iso-
met rise:, :) in En+N k,rn warden a fgebee ld, doch zo dat geen 
globale isometrische inbedding bestaat. Voorbeeld: de locaal-
euclidische torus T met co~rdinnten fen~ (modulo 2n) en me-
2 2 2 3 '~ · tr:!ek ds ·""a f t-d 1f kan nict C -lsometrisch in E~ worden in-
gebed (Tompkins,C.). Immers ste.l er W3S zo een inbedding 
f: T--,. E3• Is Peen v3st punt in EJ en Q een punt variabel 
in f(T) dan bereikt de afstand PQ een maximum. Stel dit maxi., 
mum. wordt bereikt in R. Door op de bol met middelpunt Pen 
atraal PR te letten ziet men direct d3t f(T) in het punt R 
hoofdkrommingen met het:::elfde teken en ongeliJk nul heeft, zo-
dat de totalc krornming V3n f(T) in R positief is. Volgens het 
gegeven is hij nul, een t~genspraak. 
Het begrip isometriscr1e inbedding heeft ook neg zin, in-
dien spr~ke is van inbeddingen van de differenti~erbaarheids-
klasse 1. Jaarbij kunnen essentieel nieuwe mogeliJkheden op-
treden, omdat alle krommingseigenschappen verloren gaan. Zo 
gelden de ender c) end) genoemde bezwnre~ niet voor c1-inbed-
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dingen. Hierop is het eerst de aandacht gevestigd door 
J. Nash. 
Nash beschouwde ook c2- en c1-inbeddingen en gaf diverse 
opmerkelijke existentie-stellingen. Verdergaande stellingen 
betreffende c1-inbeddingen werden door de spreker gevonden. 
Wij vermelden tenslotte enige van deze. 
Stellingen: 
n r+N'1 I Een Riemannse X die kort in E 1 T ingebed kan warden, 
1 n+N+1 kan ook C -isometrisch in E · word en ingebed. N ;y O. 
(Nash: N>O, Kuiper: N?O). 
II Een compacte Riemannse Xn die c1 in En+N+1 ingebed kan 
warden, kan ook c1-isometrisch in En+N+1 warden ingebed.(Idem) 
Gevolg: Een euclidische n-torus kan c1 isometrisch in En 
warden ingebed. Het hyperbolische vlak kan c1 sometrisch 
warden ingebed in E3 .(Kuiper; niet c4-isometrisch volgens 
Hilbert). 
III Een niet-compacte Riemannse Xn die c1 in En+N kan warden 
ingebed kan kart en c1 dus isometrisch in En+N+1 warden inge-
bed. (Kuiper) 
IV ~e verhoging der dimensie in stelling III kan niet gemist 
word en. ( Idem) 
Het elliptische vlak minus ~~n punt kan c1 in E3 warden inge-
b -J • ,_ ,.,-1 l ' 1· t t· ,,·1 . t . -ec, maar n1eG L -{or~, an s aan G -isome risen. 
Opmerking. Een gewone 2-sfeer met straal R kan c1-isometrlsch 
warden ingebed in een omgeving hoe klein oak gekozen, van een 
punt in een euclidische drledimensionale ruimte. Ook de star-
heid van het boloppervlak is dus gebonden aan hogere klasse 
van differenti~erbaa id dari 
V Een ori~nteerbaar oppervlak met Riemannse metriek, dat dif-
feomo is met een compact oppervlak minus eiridig veel punten, 
kan C -isometri::;ch 1.n E.:, warden ingebed. ( Idem) 
Een ruimte met Riemannse metriek heet metrisch compleet, 
indien voor elk punt P en elk getal >s de verzameling van pun-
ten met afstand (P,Q) ~ ~, een compacte verzameling is. Men 
kan zich nu nog de vraag stellen of een gegeven complete Xn 
met metriek, afgesloten-in-E11 +N kan warden ingebed. Een voor-
j - •• -
J • 
